


Derivace — avod Py
Jak zjistit miru zmeény?

Derivace nam da odpovéd jestli je funkece:

* rostouci/klesajici 1000
* konkavni/konvexni

« Jjak moc je strma“ — jak moc roste

e kde ma maximum/minimum 700
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Graficka interpretace derivace

Jak stanovit velikost zmény?

,velka, mala, kladna, zaporna“

Potrebujeme zjistit velikost této zmény v urcitém bodé

(malou zménu) ,trojihelnickovani®
Kdyz najdeme te¢nu v daném bode (A)

Zjistime uhel, ktery svira s osou x

Ziskdme POMERNE ptesny zavér o velikosti zmény funkce v daném bodé
Derivovani je hledani smérnice teé¢ny k danéfidnkci

Vysledna hodnota smérnice ma znacnou Vypovidaci1 (s)((:)hopnost — (+,-,malé/velké cislo,0)

y 6—4
3= 0,2857

fx) = fxo)

X_XO

o f(x)

4 f(xy)




Jak zjistime smeérnici teény v daném bodé aneb definice derivace

Spojime body A,B — secna
tg - smérnice SECNY v bodé A - odhad derivace funkce
Sestrojime tecnu v bode A

Zpresnime odhad .
x se bude blizit k x, tgo = f(x) = f(xo)
f(x) se blizi f(x,)- pohyb po kiivce X — Xo

smeérnice fialova secna se blizi ke smérnici tecny

f(x)
f(x)

f(xy)

|

f(x) = f(xo)

-

R\--—---




Definice:

Reknéme, ze funkce f(x) ma v bodé x, derivaci prave tehdy kdyz
Je definovana v néjakém okoli O(x,) a existuje limita

i 1) — f(x0)
im

X=X X — xO

Tuto limitu oznaéme f'(x,) a nazveme ji derivaci funkce f(x) v bodé x,

o O frg) _
y f ) = lim === top =L~ ;Exo)

f(x)

f(x) f(x) = f(xo)




@ = 16°

6 —4
tgep = 10— 3 = (0,2857

f ) = f(xo)
X — Xg

10 -3

tge




v ) = f(x0)
, , v Vv oee f (xO) = lim
Tvar se kterym se setkame casteji XX X — X
* xseblizi k x, (x— x,)— h se zmensuje a zmensuje x —x,=nh X=x9+h
* hseblizi k nule h—0
» ,malinka zména*“

f(xo+h)—f(x0)

f'(x) = lim
y=x*  f®? f®? "0 h
h = Ax
_ 2 _ 42 _
) = lim L TSO0) o P a0 @ 20) (R X0) -y = 2,
X—Xg X — Xp X=Xg X — X X=X X — Xo X=X
i’ f(4)=24=8
f(xo +/t%)
fx,)
X




Definice:

Necht funkce f je definovana na intervalu I, x, € I.
Existuje-li

- () = f(x0)
m

xlixa' X — Xp - f+ (XO)
resp.
lim f(X) _ f(xO) = f—(xo)

.X—>X6 X w xo

Pak tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé x, zprava, resp. zleva

Véta:

Funkce f ma v bodé x, derivaci (vlastni/nevlastni), prave tehdy, ma-li v bodé x,
obé jednostranné derivace a plati

f; (x0) = f—, (x0)

Spole¢na hodnota téchto derivaci je rovna f(x,)



Rovnice teény a co nam irekne jeji smérnice

Derivace v bode x, f(x,) - udava smérnici tecny v bode x, ><

Tecna je primka

y=azxbx
y — f(x0) = f'(x0)- (x — x0) o
Absolutni ¢len Smeérnice

jak-mam rad pivo a rum
uzitek z piva = 4. pivo?

f'(u.p) = 8.pivo

1
uzitek z rumu = —
rum
Flur) = ——
u.r) = —
rum?2




20 |

15+

10+

y — [ (xg) = [ (x0). (x — x0)

y=azxbx

30 -

20

10 ¢

y— 42 =24.(x — 4)
y =16 — 32 + 8x
y=-—16 + 8x




Pokud ma funkce v daném bodé derivaci je zde spojita ALE
Spojitost funkce ,,automaticky” neznamena, ze na celém D(f) existuji derivace

Funkce nema derivaci v bodech,
ve kterych neexistuje tecna ke grafu funkce

Pokud je funkee v intervalu (a,b) spojitd a HLADKA
Existuje v kazdém bodéantervalu (a,6)jeji derivace
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Pravidla pro vypocet derivaci

(k) =0,k €R

(xY) =a.x*1,aeRrR

(a®*) = a*lna,a>0,a # 1

1
| ‘= 1
(log, x) x.lna'a > 0,a #

(sinx)” = cosx

(tgx) =

cos?x
(arcsing)’ = —
arcsinx)’ =

V1 — x2
(arctgx)” =

1+ x2

_ (1/2) — _
Wx) = (x1/?) N
(Inx) = —
(cosx)’ = —sinx
tgx) = —
(cotgx) sin’x
-1
(arccosx)’ =
1 — x?2
(arccotgx) = —
arccotgx) = T



Derivace vypocetni metody

D k. fOI"=k.f'(x),k €R

D) £ g = f(x) £ g'(x)

GO (). gl = F/(x). g(x) + f(x). g"(x)

FO], _F @900 = f().9'@)
9@) (9@)?

w|

W[f(g@))] =7 (gx).9°x)



Derivace slozené funkce

Véta:

Predpokladejme, ze ma funkce ¢(x)v bodé aderivaci.

Dale predpokladejme, Ze funkce /(x) ma derivaci v bodé

Pak plati, Ze slozena funkce f(¢(x)) ma v bodé a derivaci rovnhou

fb)e(a) = f(ela))e’(a)

a=2 99
@(x) = (5x + x%) 14 .14
f(x) = Inx
¢ (x)=5+2.x (1 )’—1 1
' Ty 1n(5x+x2)'=5x+x2.(5+2x)
©(2)=5+22=09
9
_)5_2+22'(5+2'2)_ﬁ



f(9(r))" = £ (g(h(x))). 9" (h()). ' (x)

Je to jako striptyz

. (—sinx?).2.x

In(cosx?) In(cosx?) =

cosx?




Derivace vyssich radu

Derivace (f)funkce (f) je opet funkei (Inx)” = 1
Tuto funkei mtizeme znovu derivovat () X

Pojem n-ta derivace funkce f
n=4

f4 — f////

Vyuziti napriklad u pribéhu funkce (konkavni/konvexni) funkce

1
(Inx)”" =7 (Inx)" = —2
(Inx)” = % (x?)"” =2
(x?) = 2x
1 s 1 ’
(;) = _F (Zx) = 2

(2)=0



Veéta (Rollova)

Necht je dana funkce f splnujici tyto vlastnosti

* Je spojita na intervalu < a,b >
* Vintervalu (a,b) ma derivaci (pro kazdé x)

* fla) =f(b) f(b)
Pak existuje bod ¢ € (a, b)
Takovy, Ze f(c)=0 f(a)

Tecna ke grafu v bodé ¢ je'rovnobézna s osou x
Vyuziti pri urcovani extremu

Véta o stiredni hodnoté diferencialniho poctu
(Lagrangeova veéta o stredni hodnoté)

Meéjme funkei £, spojitou na intervalu < a,b >,ktera ma derivaci na (a, b)
Pak na otevieném intervalu (a,b) existuje alespon jeden bod ¢ € (a, b)
V némz plati

Flo =1L “’; —f@ ) - f@) = F©). (b —a)
—a

éesky —na grafu musi existovat alespon jeden bod Cfe,f(c)]
V némz tecna sestrojena ke grafu f je rovnobézna s primkou protinajici body A/a,f(a)] a B[b,f(b)]

Tecna ke grafu v bodé C/c,f(c)] je rovnobézna se secnou dané funkce



f(d)

f(a)

Flo =1L “’; —f@  F®) - f@) = F©).(b— a)
—a

éesky —na grafu musi existovat alespon jeden bod C/e.f(c)]
V némz tecna sestrojena ke grafu f je rovnobézna s primkou protinajici body A/a,f(a)] a B[b,f(b)]

Tecna ke grafu v bodé C/c,f(c)] je rovnobézna se secnou dané funkce



L Hospitalovo pravidlo x?—1 . 2x

lim lim— =2
x-1 x—1 x—-1 1
Vyuziti véty o stredni hodnote 0 o 2+ 1
U limit problém s neurcitymi vyrazy — — lim *
0 *® x-0 x + 4

Véta:
Necht pro funkce f(x), g(x), plati jedna z nasledujicich podminek

(1) lim f(x) = lim g(x) =0 ] lim
~_x~-a x-a - sagmuze byt Xoa
(i) lim|g(x)| =  lim|f(x)|'= oo
xX—-a xX—a llm
X—>a—
Necht existuje vlastni ¢i1 nevlastni limita lim % xliréh,
x-a _
Pak existuje také limita lim Z& Jim
x—a g(x) :
A tyto limity se sobé rovnaji xl_lf_noo
fx) . f(x)

lim = lim —; Cesky
xoag(x) x-ag’(X)  Piisplnéni uréitych predpokladt
Je limita podilu dvou funkci
Rovna limité podilu derivaci, téchtesfunkei

Nederivovat jako podil
Nekdy nam vyjde neurcity vyraz 1 po derivacich
Derivujeme znovu



