® URCITY INTEGRAL




Uvod




Urcity integral

Definice (Newton-Leibnitz)
Necht funkce f(x) je funkce definovana na intervalu I a F(x) je primitivni
K funkei f(x) na I € (a, b). Potom urcitym integralem funkce f od a do b
Rozumime cislo F(b)-F(a)

__—7 Horni integracni mez

()
f(x)dx
EB

Dolni integracni mez

[F(0]15
4 x21*
Neurdity integral ,néjaké” funkce f(x) jo xdx = [7] =8
je funkce F(x), kdy plati F'(x) = f(x) 0
Urcity integral , néjaké” funkce f(x) od a do b F(x) = x_z

Je ¢islo F(b)-F(a) 2
Kde F(x) = [ f(x)dx
42 0%



Véta:
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Véta:

Necht f je spojita nezaporna funkce na intervalu < a, b >.
Potom obrazec ohraniceny grafem funkce f, osou x
A primkami x=a, x=b, ma plosny obsah

S = jbf(x)dx
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b B ‘—l abf(LdJ=mF(a)

f(x)




Necht fje spojita nezaporna funkce na intervalu < a, b >.
Potom obrazec ohraniceny grafem funkce f, osou x
A primkami x=a, x=b, ma plosny obsah

2T
J sinxdx =0
0

s
w |
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Je plocha skutecné nula?
-1.0r Tt 2T
j sinxdx — j sinxdx =2—-(-2) =4
0 Tt

Véta:
Jestlize je funkce f v intervalu < a, b > zaporna
Pak obsah plochy omezené grafem funkce f, osou x a primkami x=a, x=b je

jb—f=—jbf fznsinxdxz—z

a a

Lbf(x)dx + chf(X)dx = Jacf(x)dx — fznsinx dx = 2
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Véta:
Necht f a g jsou funkce spojité na < a, b >, které splnuji g(x) < f(x) pro kazdé x € < a,b >
Potom pro plosny obsah S obrazce, ktery je ohranicen grafy funkci f a g a primkami x=a, x=b:

b
- [ (1@ - g)ax =xt2  fG) =x+2
1) Urcit meze ‘ x2—x—2=0 g(x) = x?
2) Sestavit integral — pamatovat definici
x1 = 2 xz = -1
2 2 312
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Necht f je spojita nezaporna funkce na intervalu < a, b >.
Potom obrazec ohraniceny grafem funkce f, osou x
A primkami x=a, x=b, ma plosny obsah

(x from -2 to 2)
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Véta:
Necht f a g jsou funkce spojité na < a, b >, které splnuji g(x) < f(x) pro kazdé x € < a,b >
Potom pro plosny obsah S obrazce, ktery je ohranicen grafy funkei f a g a primkami x=a, x=b:

b
§= fa (f() — g(x))dx 2-x2=2x*=10 f(x) =2x%—10

1) Urcit meze 3x?—12=0 g(x) =2 —x?

2) Sestavit integral X, =—2,%x, =2
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f((x+1)—(—x2+1))dx=j x+1dx+f x? —1dx = |2 4 3 4
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f F()dx = F(b) — F(&)



Obdélniky S = E = 12,5

[ ] A 2 |
vepsane S, =114+12+13+1.4=10

* opsané Sp <5 <5

S5o=11+12+13+14+15=15
10 < 12,5< 15
S, =0,5.0,5+0,5.1+0,5.1,5+ 0,524 0,5.2,5+ 0,53 4+ 0,5.3,5+ 0,5.4 + 0,5.4,5 = 11,25
S, =0,5.05+0,5.1+0,5.1,5+0,5.2+ 0,5.2,5 + 0,53+ 0,5.3,5+ 0,54 + 0,5.4,5 + 0,55 = 14

J y=x 11,25 < 12,5 < 14
T e W Cim jemnéjsi rozdéleni
Tim odhad bude presnejsi

4 ________________________
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n — mnozstvi obdélniku




Metoda per partes pro urcity integral

b b
| £ 96dx = 10908~ | £60.g'dx

‘=1 f=x 1

jlnxdx= f 1l = x.lnx—Jx.—dx= x.lnx—fldx=x.lnx—x=
g = Inx glessec X

x = x.(Inx — 1)
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J1 Inx dx = g=lnx g — = [x. lnx]f—Jl x.;dx = [x.lnx]3—[x]5 =

K| =

=(5.In5-1.In1) - (5—-1) =5.In5-4



Substituce a urcity integral
Véta:
Je-l1 funkce f(t) spojita na intervalu < a, b > a funkce t = ¢ (x)

Ma spojitou derivaci na intervalu < «, § > a zobrazuje tento interval na < a, b >
Tak, ze a=@(a), b=@(f), potom

B b
| flow)omai=[ roa

X% =t

2x dx = dt

4 2 _ 16
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1 X dx = 1

Uz nemusime , vracet® substituci

dt
=j2x.et—= =jetdt=et+c — X’ 4 ¢

I=J2x.ex2dx = .
2X




Nevlastni integraly

Jaky je plosny obsah?

+00 dx
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Definice:
Necht funkce f neni v bodé a definovana (resp. a=-o)
A v intervalu (a, b > Kk ni existuje primitivni funkce.

Integral f; f,resp. f_boo f, definovany vztahem

b

Lbf—llm f  Resp. Jf—cl_l)moo f

c—at

Se nazyva nevlastniintegralfunkee'f vlivem dolni meze

[rempfr [ r=m][s

horni meze
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L\/—}dx=jox 2dx = [2.x];

1 1 1

—dx = li — = i Ax]§$ = lim (2yc—2) =+
1 \/de_cll-lr-%@ 1\/§dx cl}-lr-glo[2 ﬁ]l c—>+oo(\/— ) *



Definice:
Necht funkce f je definovana a spojita na intervalu (a,b) (mtze a=-co, b=4+00)
Necht F(x) je primitivni funkce k funkei f(x) na intervalu (a,b).

Potom integrilem f: f(x)dx rozumime ¢islo

[F)); = lim FGo) — lim, F(x)

Pokud obé limity existuji a jsou konecné, rikame, ze f; f(x)dx konverguje

Pokud jedna z limit je nevlastni nebo neexistuje, rikame, ze f: f(x)dx diverguje

14 | 1 ~ Jdeme do ..... ©
O F ?—>o+ __] =—1- cll)rglJr T Tt Integral diverguje

T dx 11° _ 1
j — =lim[——] =lim|[——)+1=
1 xz c—00 X 1 c—>+ 00 C

Jak se x blizi k nekonecnu, tak se integral blizi k 1
Integral konverguje



Srovnavacil kritérium

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu (a,b) a
Necht 0 < f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b)
Potom plati:

1) konverguje-li integral ff g(x)dx, konverguje i integral f: f(x)dx aje

[, FEYdx< [g(x)dx

2) Diverguje-li integral f: f(x)dx, diverguje 1 integral f; g(x)dx



Délka , kiivky“

Tvrzeni:
Necht je dana spojita funkce f, ktera ma na < a, b > derivaci.
Pak délku grafu této funkce v intervalu < a, b > spocteme

b
L(F(0) = j JIT R dx

fx)=x . ;
<03> L(f(x))=j\/1+[1]2dx=\/§.f dx =V2.[x]3 =3.V2
' 0 0

c=+/32+32=4/18=+332=3.V2

Vzpominate na tento vztah? ©



