DERIVACE FUKNCI VICE
® pPrOMIENNYCH




Realna funkce dvou proménnych a defini¢éni obor

Kartézsky soucin R x R znac¢ime R?
R? je mnozina vsech usporadanych dvojic redlnych c¢isel (rovina)
Prvky R? jsou body v roviné C = [cq, c;] € R?

Definice:

Zobrazeni f: A —» R, kde ACR?

tedy zobrazeni podmnoZiny R?*do mnoZiny realnych &sel A = D(f)
Se nazyva realna funkce dvou realnych proménnych

2= f(6,Y) = VEANY

~




Defini¢éni obor

>0 <-11>
In(x? —y + 3) + arcsin x

Jy—x+1
>0
D(f) ={[x,y] ER?, x? —y+3>0,xe<—-1,1>y—x+1>0}

flx,y) =

Zobrazime definiéni obor — NENI GRAF FUNKCE!!
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Definice:
Necht A[ay, a,] € R?. Kartézsky soucin otevrenych intervalii

(a —ga; +e)x(a, —&a, +¢)
Se nazyva okoli bodu A=[a, a,]

a,+¢

=y
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Definice:

Necht M c R?. Bod A € R? se nazyva

a) Vnitrni bod mnoziny M,

Jestlize existuje jeho okoli, které je podmnozinou M

b) Hrani¢ni bod mnoziny M
Jestlize v kazdém jeho okoli je bod, ktery patri 1 nepatri do M

e>0




Definice:

Necht M c R?. Mnozina M se nazyva I-SJ-;“’ :
a) Otevrena, jestlize neobsahuje zadny hranicni b 1
b) Uzavrena, jestlize obsahuje vsechny své hranic 0.5]
c) Omezena (ohranicend), jestlize je podmnozinou —— e,
-1 0.5 _D_j_i 05 1
o
Definice: s

Necht M c R?. Mnozina M se nazyva kompaktni
Jestlize je uzavrena a omezena

— . 2 247
flx,y) = arycsm(x :ry 3‘ J ™ ‘ ] J\J X2 43>y

—1<x*+y?2-3<1

2<x*+y*<4
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f(x,y) =In(x? —y + 3)

fley) =y9—x2—y2+ [x+y
x2—y+3>0
x*+3>y 9—x2—y2>0 x+y=0
\\ ? /,' x2+y%2<9 y = —x
A i y y = —x
\\ ’/
- 3

-~ mp BN
e

Uzavrena, jestlize obsahuje vsechny své hrani¢ni body

Otevrena, jestlize neobsahuje zadny hrani¢ni bod




f(x,v) =\/9—x2—y2+,/x+y

9—x2—y2>0 x+y=0 Kompaktni mnozina
x?+y2<9 y = —x

v




f(x,y) =y —x — arccosy

(-1,

: f(x,y) = arcsin(x? + y% — 3)
{7/2
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Definice:

Rikéme, Ze mnoZina M c R"
Je omezena (resp. ohranicena)
Jestlize existuje k > 0, takové,

Definice:
Necht M c R?. Mnozina M se nazyvi komp
Jestlize je uzavrena a omezena

ze vzdalenost kazdého bodu X € M od pocatku O je mensi nebo rovno £




Derivace funkce dvou a vice proménnych — avod

Diky derivaci jedné proménné jsme mohli: d_n —0
a) Zjistit jak se zmeéni y, kdyz se zmeni x dq
b) Minimum a maximum — extrémy funkce
Max. zisk
Min. naklady
Ve vétsiné pripadech si nevystacime s jednou proménnou dTC
dQ

U=x.y U=x.y.z Q=AK*L1"%  Per,=f(x,y..)Q  =2Y —P + P,

Diky derivaci vice promennych budeme schopni

Urcit ,,prispéevky” jednotlivych nezavislych proménnych k zavislé proménné
Znaménko derivace

Klicové pro pochopeni optimalizacnich problému

,Cela ekonomie je jedna velka optimalizace®* ©



Derivace funkce dvou proménnych - teorie

zZ=x+2y z=f(x,y)

Parcialni derivace
Podle matematiky pro VSE vyraz zuiZend funkce — pomuze pri pocitani
»,zZUzime"“ — jednu promeénnou si predstavime jako néjakou konstantu

fi(x) =In(x? + 1)
f2(0) =In(4 +y?)

Definice:

Necht f je funkce dvou proménnych, C=/c,,c,/ je vnitrni bod D(f) a
f; resp. f;Je zuzeni funkce f definované predpisem f; (x)=f(x,c,) resp. fo(y)=f(c;y)
Cislo 0,/ (C),resp. 0, f(C) definované vztahem

0, f(C) = [ 1(cq) resp. ayf(C) = f72(c2)

Se nazyvaji parcialni derivace funkce f podle x (resp. y) v bodée C

fO,y) =In(x? +y?)
C=[2,1]

f,Z(y):4_+y2'2y
, 1 a1 L A
fl(x) :xz—_l_l-zx axf(zil) —fl(z) — m.4 ayf(le) —fz(l) — 4—+1.2



,kdyz derivujeme funkci vice promeénnych
tak derivujeme podle jedné promeénné
a na zbytek se divame jako na konstanty“

fO,y) =In(x*+y%)  C=[21]

O f(x,y) = f'1(x) 0, f(C) = Tz 22 =g
of 1
x  xZiyr 1 2
of _ 1 2y ayf(C)=22+12.2=§
@ x% +y2

,Chceme védeét jak se zméniizavisla proménna
ay f (x, y) = f (y) kdyz se zméni kovnlix"etm nezavisla proménna
A zbytek se nemeéni

Cpiva = 0,5T + 0,01Y = 2Ppipq + 4Pying Jak se zméni spotreba kdyz:

ac aC... 1) Vzroste teplota
piva _ g pive — o 2) Klesne duchod
oT OPpiva 3) Vzroste cena piva
0Cpiva 001 0Cpiva . 4) Vzroste cena vina
oY ’ OP...
vina

MVsimat si znaménka derivace!!!



fly) =In(x* +y?)

Definice: o
Necht fje funkce dvou proménnych, C=/c,,c,/ je vnitini bod D(f). _1[ o
Vektor f(C) definovany vztahem % =g
(Y — of ___ 1
F(€) = (0:F(0),0, () S o
’ ’ . ~ 1 4 1 2
Se nazyva derivace funkce f v bodé C 0 (©) = 5z 2275 0,0(C) = 2 =2

Nazev gradient funkce f v bodé C .
f'(2,1) = (E'E)

Definice:

Necht fje funkce dvou proménnych. Funkce dvou proménnych

Pokud jsou vSechny drdid 'ﬁarélgl’mf derivace funkee f spojité
Se nazyvaji druhé parcialni derivace funkce f

z=f(x,y)=5x+e* -3

Z 0
=0 fxy) =5+e%.y £=0y flx,y) =e.x
02Z aZZ xy
= =0 fy) =e®.y.y a2 - O fxy) = e xx
2, 0%z
5x0y =0y f(x,y) = ™. y.x + ¥ — 9y dx = Oy f(x,y) = ™. y. x e

Smisené parcialni derivace



Extrémy funkce dvou proménnych

Definice:
Necht M je podmnozina defini¢niho oboru funkce dvou proménnych M < D(f)
Jestlize pro vsechna X=/x,y/e M plati

fX) =f(C) Resp. f&X) = f(0)

Rikame, ze funkce f ma v bodé C=/c,,c,/ maximum resp. minimum na mnozine M
Maximum a minimum funkce jsou tzv. extrémy funkce

Opét musime rozlisovat lokalni a globalni (absolutni) extrémy
Pokud je mnozina M jen okoli bodu C, hovorime o lokalnich extrémech
Kdyz M=D(f) ma funkce v C globalni (absolutni) extrém

fx,y) =x.y x€<03>

F(C)=33=09 y€eE<0,3>
FO0) <9 (153l
f(©) =0 ¢lo.0]

f&X)=0



Véta (nutna podminka pro lokalni extrém dvou proménnych)
Ma-l1 funkce dvou proménnych f ve vnitirnim bodé C € D(f) lokalni extrém

a existuje f(C), pak f(C) =(0,0)

Pozor stejné jako u extrému funkei 1 proménné
Kdyz f'(C) = (0,0) nutné to neznamena extrém!!!
Stacionarni body — body podezrelé z extrému

1 1

floy) =xy —gx* =37
Hledam body podezrelé z
0z extrému
azaxf(x,y)=y—x2=0 y = x? x=0 x=1
=0 —
oOfy)=x-y2 =0  x=)’ g V=
A=[0,0] B=[1,1]

Stacionarni body
Extrém muze byt, ale nemusi!!!



Véta: (postacujici podminka pro lokalni extrém funkce dvou proménnych)
Necht C je vnitrni bod D(f), ve kterém f'(C)=(0,0) a funkce dvou proménnych f
Ma v okoli bodu C spojité druhé parcialni derivace. Oznacme

Oxxf(C)  Oxyf(C) Hessova matice

D1 = 0 f (C) D, = 0 C 9 C Hessian
D, = d,,.f(0,0) =0 ; 1yxf( ) yyf(_)2 1
D; = 0y f(1,1) = =2 D2:1 0|:_1 D2=|1 _2|=2

a) dJestlize D,>0 a D,>0, pak funkce f ma v bodé C lokalni minimu
b) dJestlize D,>0 a D,<0, pak funkce f ma v bodée C lokalni maximum
c) dJestlize D,<0, pak funkce f nema v bodé Clokalni extrém (sedlovy bod)

D, = 0 nemiiZzeme rozhodnout

1 1
floy) =xy —zx* =37
0z
- ey =y-—x*=0  y=x*
Of(xx,y)=x—-y> =0 x=y>2
x =1
y =1 Lok.




Véta: Sylvestrovo kritérium
Kvadraticka forma q: R™ - R je

(1) Pozitivné definitni, jestlize vsechny hlavni subdeterminanty matice A
jsou kladné
ai1 412 Q13
| >0 Az1 Gz G231 >0
az; dzz 0433

a1 Qg
a1 >0 |

a1 QAo

(11) Negativné definitni, jestlize subdeterminanty stridaji znaménka
pocinaje zapornym
Q11+ Q12 Q43
| >0 Az1 Q2 Q23|<0
dz1 Q43 0ass

a1 Qg
a11<0 |

a1 Az

(111) Indefinitni, jestlize jsou vsechny subdeterminanty nenulové
a pritom neplati ani pravidlo (1) ani (11)

Subdeterminant (minor) ziskame ze ctvercové matice A,
odstranénim i-tého radku a j-tého sloupce
,determinant osekané matice*



0°f 0°f
92 (%0, Yo) 9xdy (X0, Y0)
Ozf azf
dydx (X0, Y0) a_yz(xo»YO)

Hf(xO' yO) —

(x9, Vo) je stacionarni bod funkce f. Potom

1) Je-li He(xg,y0)>0, mé funkce f vbode (%, y,)lokalni extrém

a) (x y)>0, ma funkce f v bodé (x,, yy) ostré lokalni minimum (PD)

b) (x ¥)<0, ma funkce f v bodé (x,, yy) ostré lokalni maximum (ND)

2) Je-11 Hg(x0,y0) < 0, ma funkce fv bodé(x,,y,)sedlovy bod
Nema tedy v tomto bodé lokalni extrém (ID)



Vazané extrémy

Hledame extrém jedné funkce, ale jsme ,,svazani® jinou funkeci
Hledame maximalni uzitek, ale jsme svazani rozpoctovym omezenim
Mam rozpocet a chci za nej ziskat nejvyssi mozny uzitek

Vyrabime auta, ale jsme vazani rozpoctem firmy
Mam rozpocet a chci pri ném vyrobit maximalni objem

Pro hledani vazanych extrému vyuzijeme:
a) Dosazovaci metodu

b) Jacobian

c) Metodu Lagrangeovych multiplikatoru

Definice:

Necht f a g jsou funkce dvou proménnych, M={[x,yje D(f); g(x,y) = 0}
Extrém funkce f v mnoziné M se nazyvaji vazané extrémy

Rovnici g(x,y)=0 rikame vazebni podminka

U = 2pivo + rum I = Ppyiyopivo + Bymrum
500 = 25pivo + 15rum
25pivo + 15rum — 500 =0



Dosazovaci metoda

Nejjednodussi, ale jeji pouziti je omezené
Lze pouzit v pripade, kdy jsme schopni z vazebni podminky g(x,y) = 0

Vyjadrit y jako funkce x (a naopak) Véta:
Necht je funkce f(x) spojita na intervalu (a,b)
A na tomto intervalu ma také (’ier/iva‘ce..
X =0 v = X Jestlize f/(x,)=0 a f""(x,)>0 lokalni minimum
g(x.y) Y = @x) R ey 2 G

Pak ma funkce f(x) v x, lokdini maximum

Nasledné dosadime y = ¢(x)dofunkce f
f(x, y) = f(x, (p(x)) = h(x) — postup'stejny jako u funkce jedné proménne
f(x,y) = 2x3 —9xy + 3y
h(x) = f(x,x —1)=2x3—9x(x — 1)+ 3(x — 1) = 2x3 —9x2 + 9x + 3x — 3
=2x3—9x%+12x — 3
h(x) =6x2—18x+12 =6(x—2).(x—1) =0

x:2 X=1

h'(x) =12x — 18 h'(2)=122—-18=6>0 lokilni minimum A=1[24
h”(]_) =12.1—-18=-6<0 lokdlni maximum JB = [1’0]



Jacobiho determinant

Dosazovaci metoda nam nebude vétsinou stacit
Z g(x,y)=0 nepujde ,,vydolovat® y/x

Véta: (nutna podminka pro vazany extrém)

Ma-1 funkce dvou promeénnych f

pri vazebni podmince g(x,y)=0 v bodé C vazany extrém

A funkece f,g, maji v okoli bodu C spojité parcialni derivace, pak

0.f (L) 0y] (C)fuy

0,9(C) 0,g(C)}= Jacobian



flr,y) = e+ x24y2 =5

glx,y) =0
glx,y) =x*+y%-5

axf(x; y) — ex+2y']—
Oyf (x,y) = e¥+2.2

ex+2y 28x+2y
2x 2y

2eXt2Y (y —2x) =0

x2+y¥=5=0

x°+4x* =5 x

= 2y.eXT2Y I 4x ¥y = 2eX 2V () — 2x) \J\E x

0f(C) Oyf ()| _
0, 9(C) ay.g(C)

Véta (zobecnéna Weierstrassova)
Funkce (dvou proménnych) spojita v neprazdné kompaktni mnoziné

M4 na této mnoziné maximum 1 minimum y

0

0,9(x,y) = 2x
dyg(x,y) =2y

x=1y=2 A=][12]
x=-1y=-2 B=[-1,-2]

=41 f(A) = 5> Vazane maximum

f(B) =e™> VAizané minimum



Metoda Lagrangeovych multiplikato+

Vyuzijeme kdyz neptjde pouzit dosazovaci me
+ pro extrémy 3 a vice proménnych + pro vice

1) Vytvorime Lagrangeho funkci L

L(xq, ., X)) = f(Xq, 00, %) + A 91 (%1, ..., X))
L(x,y,z) =4x+ 2y +4z—5+A; (x? -

2) Zjistim@elé body z ext@

I —2
i o X =—
ale(Xp---,Xr) — 0 x 44+ 2xA=0 P\
L -1
aer(xly ---:xr) :O g_y=2+2y}\=0 y:T
gl(xlr""xr) =0 oL -2
zZ=—
g,(xq, .., %) =0 £=4+ZZA=O A
Mnozina bodt vyhovujici vazebni podmince , , ,
je uzavrena a omezena x“+y“+z=9
Kompaktni — WV.
D(f)=R? A1 =(=2,-1,-2) /-2\* /-1 [-2\°
M < D(f) =) +(5) +(5°) @
f(A) = —23 Véizané minimum B-1=(2,12)

f(B) =13 Vazané maximum M=1 Ap=-1



Extrémy na kompaktni mnoziné s vnitirnimi body

Podezrelé body budeme muset hledat
a) Uvnitr mnoziny
b) Na hranici mnoziny

Na zavér spocitat funkcéni hodnoty a urcéit extrém
f(B) =-=75 f(E)=105 f(F)=-55

flx,y) =x*+y?—12x + 16y

M = {[x,y]; x* + y? <25,x = 0} X%+ y2 <25x>0

Funkce f ma NA MNOZINE M minimum v bodé B a maximum v E|

x=0

5
a) O, f(x,y) =2x—12=0 xX=6
- - _ A=16—81—
dyf(x,y) =2y+16=0 y=-8 6
-5 5 Ex
b)) d,g(x,y) =2x 9dyg(x,y) =2y i ay 25250 |
2x—12 2y +16| _ I J
D 2y ——8.(4x+3y)4 F=[0,—5]
-8.(4x+3y)=0 Y=73 B = [3,—4]

x?4+y2=25  y2_9 x=43 =—t=t—34—



